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ВИЗНАЧЕННЯ ЕФЕКТИВНИХ ПРУЖНИХ ХАРАКТЕРИСТИК 
ОДНОСПРЯМОВАНОГО КОМПОЗИЦІЙНОГО МАТЕРІАЛУ

Фундаментальна задача механіки композиційних матеріалів складається у обчисленні ефективних 
пружних характеристик по відомим пружнім характеристикам структурних компонентів, тобто 
розгляд композиційного матеріалу на мікрорівні з наступним переходом на макрорівень. Натепер най-
більш доцільним у визначенні ефективних пружних характеристик композиційних матеріалів є вико-
ристання верифікаційних теоретичних методів, оскільки цей підхід передбачає можливість аналізу 
напружень і деформацій у мікрооб’ємах композиційного матеріалу. Теоретичні методи дозволяють 
прогнозувати поведінку матеріалу для необхідних випадків навантажень і граничних умов, що дозволяє 
оптимізувати та раціонально проектувати структуру конструкції, виготовленої із композиційного 
матеріалу, на стадії розрахунків. Розробка теоретичної методики визначення ефективних пруж-
них характеристик композиційного матеріалу являє собою економічно виправдану науково-технічну 
задачу, вирішення якої дозволить скоротити час створення деталей, виготовлених із композиційних 
матеріалів, з потрібними характеристиками міцності та пружності.

Робота присвячена актуальній проблемі визначення ефективних пружних характеристик одно-
спрямованих волокнистих композиційних матеріалів. У роботі запропонована методика проведення 
серії чисельних експериментів, які необхідні для повного визначення ефективних пружних характе-
ристик односпрямованого композиційного матеріалу. Також у роботі визначені граничні умови, які 
потрібні для моделювання необхідних чисельних експериментів. За допомогою програмного комплексу 
ANSYS здійснено математичне модулювання та чисельне дослідження представницького елемента 
об’єму односпрямованого волокнистого вуглецевого композиційного матеріалу та визначені ефективні 
пружні характеристики еквівалентного гомогенного матеріалу.

Розроблена чисельна методика дозволяє вирішувати задачі механіки композиційних матеріалів за 
допомогою сучасних програмних комплексів, що використовують в математичній основі, – метод 
скінчених елементів

Ключові слова: композиційні матеріали, ефективні пружні характеристики, чисельне усереднення, 
представницький елемент об’єму, чисельний аналіз.

Постановка проблеми. Використання сучас-
них полімерних композиційних матеріалів (ПКМ) 
у конструкції авіаційних газотурбінних двигунів 
(ГТД) характеризується низкою переваг порівняно 
з традиційними конструкційними матеріалами 
(металевими сплавами), серед яких високі питомі 
міцність та жорсткість і, як наслідок, вагова ефек-
тивність, можливість проектування конструкції з 
потрібними властивостями. На етапі проектування 
деталей з композиційних матеріалів необхідно 
проведення комплексу розрахункових та експери-
ментальних досліджень як компонентів матеріалу, 
зразків композиційних матеріалів, так і готового 
виробу з ПКМ, що потребує багато часу. Скоро-
чення часу впровадження деталей з ПКМ в кон-
струкцію ГТД можливо шляхом розробки і засто-
сування верифікаційних методів до цієї проблеми.

Постановка завдання. Метою статті є визна-
чення ефективних пружних характеристик одно-
спрямованого композиційного матеріалу. 

Виклад основного матеріалу дослідження. 
Для здійснювання аналізу напруженого та дефор-
мованого стану (НДС) конструкції, виготовленої 
із композиційного матеріалу, потрібна інформа-
ція про його пружні властивості. Є два основних 
шляхи одержання характеристик міцності компо-
зиційних матеріалів.

Перший феноменологічний підхід пов’язаний з 
експериментальними дослідженнями зразків, виго-
товлених із композиційного матеріалу, що дозво-
ляє визначити ефективні (еквівалентні, приведені, 
усереднені) пружні характеристики матеріалу, не 
зважаючи на його внутрішню структуру і вважа-
ючи його однорідним анізотропним середовищем. 
Такий підхід використовує теорію анізотропних 
середовищ у розрахунках макроскопічних характе-
ристик. При цьому немає можливості визначення 
полів напружень і деформацій у мікрооб’ємах 
композиційного матеріалу, зокрема на міжфазних 
межах [1]. Експериментальне визначення пружних 
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Авіаційна та ракетно-космічна техніка

характеристик виявляє себе складну і коштовну 
технічну задачу, також у разі будь-якої зміни виду 
плетіння, характеристик волокна чи матриці, 
об’ємного вмісту компонентів, технології виготов-
лення матеріалу потребує повторного проведення 
всієї низки експериментів.

Другий підхід використовує методи структур-
ного аналізу і пов’язаний з теоретичним визна-
ченням ефективних пружних характеристик за 
відомими властивостями вихідних компонентів  
і структури композиційного матеріалу. Цей підхід 
передбачає аналіз напружень і деформацій усе-
редині компонентів та на міжфазних границях. Це 
дозволяє прогнозувати характеристики міцності та 
пружності для необхідних випадків навантажень  
і граничних умов, через що можливо оптимізувати 
та раціонально проектувати структуру конструкції, 
виготовленої із композиційного матеріалу.

Теоретичні методи визначення ефективних 
пружних характеристик композиційних мате-
ріалів. Класичним є метод знаходження усередне-
них матеріальних функцій на зразках з неоднорід-
ного матеріалу, в яких однорідний напружений або 
деформований стан (НДС) здійснюється тільки в 
середньому. Знайдені матеріальні функції опису-
ють ефективні визначаючі співвідношення [2]:

𝜎𝜎𝜎𝜎� = 𝐹𝐹𝐹𝐹�(𝜀𝜀𝜀𝜀̂, �̅�𝑥𝑥𝑥) 〈𝜎𝜎𝜎𝜎�〉 = 𝑓𝑓𝑓𝑓(〈𝜀𝜀𝜀𝜀̂, �̅�𝑥𝑥𝑥〉)              (1) 

𝜀𝜀𝜀𝜀̂ = 𝐺𝐺𝐺𝐺�(𝜎𝜎𝜎𝜎�, �̅�𝑥𝑥𝑥) 〈𝜀𝜀𝜀𝜀̂〉 = 𝑔𝑔𝑔𝑔�(〈𝜎𝜎𝜎𝜎�, �̅�𝑥𝑥𝑥〉)           (2) 

де 𝜎𝜎𝜎𝜎� – тензор напружень; 

𝜀𝜀𝜀𝜀̂ – тензор деформацій; 

𝐹𝐹𝐹𝐹� – деякий оператор, тензор другого рангу; 

𝐺𝐺𝐺𝐺� – обернений 𝐹𝐹𝐹𝐹� оператор; 

〈… 〉 – середні значення величин. 

 

                (1)𝜎𝜎𝜎𝜎� = 𝐹𝐹𝐹𝐹�(𝜀𝜀𝜀𝜀̂, �̅�𝑥𝑥𝑥) 〈𝜎𝜎𝜎𝜎�〉 = 𝑓𝑓𝑓𝑓(〈𝜀𝜀𝜀𝜀̂, �̅�𝑥𝑥𝑥〉)              (1) 

𝜀𝜀𝜀𝜀̂ = 𝐺𝐺𝐺𝐺�(𝜎𝜎𝜎𝜎�, �̅�𝑥𝑥𝑥) 〈𝜀𝜀𝜀𝜀̂〉 = 𝑔𝑔𝑔𝑔�(〈𝜎𝜎𝜎𝜎�, �̅�𝑥𝑥𝑥〉)           (2) 

де 𝜎𝜎𝜎𝜎� – тензор напружень; 

𝜀𝜀𝜀𝜀̂ – тензор деформацій; 

𝐹𝐹𝐹𝐹� – деякий оператор, тензор другого рангу; 

𝐺𝐺𝐺𝐺� – обернений 𝐹𝐹𝐹𝐹� оператор; 

〈… 〉 – середні значення величин. 

 

                (2)

де 

𝜎𝜎𝜎𝜎� = 𝐹𝐹𝐹𝐹�(𝜀𝜀𝜀𝜀̂, �̅�𝑥𝑥𝑥) 〈𝜎𝜎𝜎𝜎�〉 = 𝑓𝑓𝑓𝑓(〈𝜀𝜀𝜀𝜀̂, �̅�𝑥𝑥𝑥〉)              (1) 

𝜀𝜀𝜀𝜀̂ = 𝐺𝐺𝐺𝐺�(𝜎𝜎𝜎𝜎�, �̅�𝑥𝑥𝑥) 〈𝜀𝜀𝜀𝜀̂〉 = 𝑔𝑔𝑔𝑔�(〈𝜎𝜎𝜎𝜎�, �̅�𝑥𝑥𝑥〉)           (2) 

де 𝜎𝜎𝜎𝜎� – тензор напружень; 

𝜀𝜀𝜀𝜀̂ – тензор деформацій; 

𝐹𝐹𝐹𝐹� – деякий оператор, тензор другого рангу; 

𝐺𝐺𝐺𝐺� – обернений 𝐹𝐹𝐹𝐹� оператор; 

〈… 〉 – середні значення величин. 

 

 – тензор напружень;

𝜎𝜎𝜎𝜎� = 𝐹𝐹𝐹𝐹�(𝜀𝜀𝜀𝜀̂, �̅�𝑥𝑥𝑥) 〈𝜎𝜎𝜎𝜎�〉 = 𝑓𝑓𝑓𝑓(〈𝜀𝜀𝜀𝜀̂, �̅�𝑥𝑥𝑥〉)              (1) 

𝜀𝜀𝜀𝜀̂ = 𝐺𝐺𝐺𝐺�(𝜎𝜎𝜎𝜎�, �̅�𝑥𝑥𝑥) 〈𝜀𝜀𝜀𝜀̂〉 = 𝑔𝑔𝑔𝑔�(〈𝜎𝜎𝜎𝜎�, �̅�𝑥𝑥𝑥〉)           (2) 

де 𝜎𝜎𝜎𝜎� – тензор напружень; 

𝜀𝜀𝜀𝜀̂ – тензор деформацій; 

𝐹𝐹𝐹𝐹� – деякий оператор, тензор другого рангу; 

𝐺𝐺𝐺𝐺� – обернений 𝐹𝐹𝐹𝐹� оператор; 

〈… 〉 – середні значення величин. 

 

 – тензор деформацій;

𝜎𝜎𝜎𝜎� = 𝐹𝐹𝐹𝐹�(𝜀𝜀𝜀𝜀̂, �̅�𝑥𝑥𝑥) 〈𝜎𝜎𝜎𝜎�〉 = 𝑓𝑓𝑓𝑓(〈𝜀𝜀𝜀𝜀̂, �̅�𝑥𝑥𝑥〉)              (1) 

𝜀𝜀𝜀𝜀̂ = 𝐺𝐺𝐺𝐺�(𝜎𝜎𝜎𝜎�, �̅�𝑥𝑥𝑥) 〈𝜀𝜀𝜀𝜀̂〉 = 𝑔𝑔𝑔𝑔�(〈𝜎𝜎𝜎𝜎�, �̅�𝑥𝑥𝑥〉)           (2) 

де 𝜎𝜎𝜎𝜎� – тензор напружень; 

𝜀𝜀𝜀𝜀̂ – тензор деформацій; 

𝐹𝐹𝐹𝐹� – деякий оператор, тензор другого рангу; 

𝐺𝐺𝐺𝐺� – обернений 𝐹𝐹𝐹𝐹� оператор; 

〈… 〉 – середні значення величин. 

 

 – деякий оператор, тензор другого рангу;

𝜎𝜎𝜎𝜎� = 𝐹𝐹𝐹𝐹�(𝜀𝜀𝜀𝜀̂, �̅�𝑥𝑥𝑥) 〈𝜎𝜎𝜎𝜎�〉 = 𝑓𝑓𝑓𝑓(〈𝜀𝜀𝜀𝜀̂, �̅�𝑥𝑥𝑥〉)              (1) 

𝜀𝜀𝜀𝜀̂ = 𝐺𝐺𝐺𝐺�(𝜎𝜎𝜎𝜎�, �̅�𝑥𝑥𝑥) 〈𝜀𝜀𝜀𝜀̂〉 = 𝑔𝑔𝑔𝑔�(〈𝜎𝜎𝜎𝜎�, �̅�𝑥𝑥𝑥〉)           (2) 

де 𝜎𝜎𝜎𝜎� – тензор напружень; 

𝜀𝜀𝜀𝜀̂ – тензор деформацій; 

𝐹𝐹𝐹𝐹� – деякий оператор, тензор другого рангу; 

𝐺𝐺𝐺𝐺� – обернений 𝐹𝐹𝐹𝐹� оператор; 

〈… 〉 – середні значення величин. 

 

 – обернений 

𝜎𝜎𝜎𝜎� = 𝐹𝐹𝐹𝐹�(𝜀𝜀𝜀𝜀̂, �̅�𝑥𝑥𝑥) 〈𝜎𝜎𝜎𝜎�〉 = 𝑓𝑓𝑓𝑓(〈𝜀𝜀𝜀𝜀̂, �̅�𝑥𝑥𝑥〉)              (1) 

𝜀𝜀𝜀𝜀̂ = 𝐺𝐺𝐺𝐺�(𝜎𝜎𝜎𝜎�, �̅�𝑥𝑥𝑥) 〈𝜀𝜀𝜀𝜀̂〉 = 𝑔𝑔𝑔𝑔�(〈𝜎𝜎𝜎𝜎�, �̅�𝑥𝑥𝑥〉)           (2) 

де 𝜎𝜎𝜎𝜎� – тензор напружень; 

𝜀𝜀𝜀𝜀̂ – тензор деформацій; 

𝐹𝐹𝐹𝐹� – деякий оператор, тензор другого рангу; 

𝐺𝐺𝐺𝐺� – обернений 𝐹𝐹𝐹𝐹� оператор; 

〈… 〉 – середні значення величин. 

 

 оператор;

𝜎𝜎𝜎𝜎� = 𝐹𝐹𝐹𝐹�(𝜀𝜀𝜀𝜀̂, �̅�𝑥𝑥𝑥) 〈𝜎𝜎𝜎𝜎�〉 = 𝑓𝑓𝑓𝑓(〈𝜀𝜀𝜀𝜀̂, �̅�𝑥𝑥𝑥〉)              (1) 

𝜀𝜀𝜀𝜀̂ = 𝐺𝐺𝐺𝐺�(𝜎𝜎𝜎𝜎�, �̅�𝑥𝑥𝑥) 〈𝜀𝜀𝜀𝜀̂〉 = 𝑔𝑔𝑔𝑔�(〈𝜎𝜎𝜎𝜎�, �̅�𝑥𝑥𝑥〉)           (2) 

де 𝜎𝜎𝜎𝜎� – тензор напружень; 

𝜀𝜀𝜀𝜀̂ – тензор деформацій; 

𝐹𝐹𝐹𝐹� – деякий оператор, тензор другого рангу; 

𝐺𝐺𝐺𝐺� – обернений 𝐹𝐹𝐹𝐹� оператор; 

〈… 〉 – середні значення величин. 

 

 – середні значення величин.
Цей класичний метод має назву теорії ефек-

тивного модуля і не дозволяє здійснювати аналіз 
НДС всередині відокремлених компонентів ком-
позиційного матеріалу.

Фундаментальні основи методів визначення 
механічних характеристик полікристалів, закла-
дені Фойгтом (Voight) [3] та Реуссом (Reuss) [4], 
також названі правилом суміші (rule of mixtures) 
[5]. Процедура усереднення по Фойгту припускає, 
що композиційний матеріал знаходиться в умо-
вах постійної деформації, по Реуссу – постійного 
напруження. Ці оцінки являють собою середнє 
арифметичне та середнє гармонічне характерис-
тик компонентів композиційних матеріалів.

E f E E
f
Eeff

V

i

n

i i eff
R

i

n
i

i

= =










= =

−

∑ ∑
1 1

1

, � � � �                  (3)

де fi  – об’ємна концентрація компоненти ком-
позиційного матеріалу;

n – число компонент.
Недоліки цього підходу видимі: використання 

схеми Фойгта надає завищену оцінку ефектив-
ного пружного модуля, а схеми Реусса – занижену.

Уточнення меж Фойгта-Реусса є актуальною 
задачею механіки композиційних матеріалів. Сут-
тєвий вклад у рішення цієї задачі внесли Хашин  
і Штрікман [6; 7]. Підхід базується на варіацій-
ному принципі для анізотропної неоднорідної 
середи і дозволяє визначити більш вузькі межі 
ефективних модулів. Особливістю метода є збіж-
ність верхньої та нижньої межі у разі рівності 
модулів зсуву його компонентів. 

Хілл у роботі [8; 9] запропонував під час визна-
чення ефективних модулів використовувати гіпо-
тезу рівності макроскопічної величини густини 
енергії деформації всього об’єму гетерогенного 
матеріалу середній величині густини енергії 
деформації всіх елементів цього об’єму. Також 
він зазначив, що найбільш вірогідним значенням 
ефективних модулів є середнє значення співвідно-
шень (3).

У статті [10] стосовно ряду односпрямованих 
композиційних матеріалів визначено точність 
найбільш відомих методик визначення ефектив-
них модулів.

Ефективні пружні постійні композиційного 
матеріалу

Оскільки об’єм матеріалу значно перевищує 
радіус волокна, то композиційний матеріал можна 
умовно вважати гомогенним з усередненими 
за об’ємом V значеннями компонентів тензору 
напружень і деформацій:

〈 = =〉 ∫ ∫σ σ ε εij
V

ij ij
V

ijV
dV

V
dV

1 1
;� � � �                 (1)

Для проведення розрахунків композиційний 
матеріал вважається гомогенним анізотропним 
матеріалом з усередненими пружними характе-
ристиками, тому узагальнений закон Гука в тен-
зорному запису має вигляд [11]:

〈 = =( )〉 〈 〉ε σij ijkl klA i j k l� � � �, , , , ,1 2 3 ,                   (2)

де Aijkl  – константи податливості еквівалент-
ного гомогенного матеріалу;

〈 〉σ εij ij, � �  – усереднені значення напружень і де- 
формацій.

Здебільшого структура композиційного  
матеріалу робочої пружності має певну симетрію.  



Том 31 (70) Ч. 1 № 2 202046

Вчені записки ТНУ імені В.І. Вернадського. Серія: технічні науки

Якщо композиційний матеріал є ортотропним  
і має три взаємно перпендикулярні площини 
пружної симетрії, і якщо через них провести сис-
тему координат, то закон Гука зручно зобразити  
у матричній формі [12, 13, 14]:

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
〈𝜀𝜀𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥〉
〈𝜀𝜀𝜀𝜀𝑦𝑦𝑦𝑦〉
〈𝜀𝜀𝜀𝜀𝑧𝑧𝑧𝑧〉
〈𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦〉
〈𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑧𝑧𝑧𝑧〉
〈𝛾𝛾𝛾𝛾𝑧𝑧𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥〉⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑎𝑎𝑎𝑎11
𝑎𝑎𝑎𝑎21
𝑎𝑎𝑎𝑎31
0
0
0

   

𝑎𝑎𝑎𝑎12
𝑎𝑎𝑎𝑎22
𝑎𝑎𝑎𝑎32
0
0
0

   

𝑎𝑎𝑎𝑎13
𝑎𝑎𝑎𝑎23
𝑎𝑎𝑎𝑎33
0
0
0

   

0
0
0
𝑎𝑎𝑎𝑎44
0
0

   

0
0
0
0
𝑎𝑎𝑎𝑎55
0

   

0
0
0
0
0
𝑎𝑎𝑎𝑎66⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

×

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
〈𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥〉
〈𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦〉
〈𝜎𝜎𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧〉
〈𝜏𝜏𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦〉
〈𝜏𝜏𝜏𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦𝑧𝑧𝑧𝑧〉
〈𝜏𝜏𝜏𝜏𝑧𝑧𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥〉⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

, 

 

      (3)

де aij – компоненти матриці податливості.
Коефіцієнти тензора податливості можна вира-

зити через технічні пружні константи:

a
E

a
E

a
Ex y z

11 22 33

1 1 1
= = =; ; ;� � � � � � � � � �

a
E E

a
E E

a
E E

xy

x

yx

y

xz

x

zx

z

zy

z

yz
12 13 23= − = − = − = − = − = −

ν ν ν ν ν ν
; ;� � � � � �

yy

;   (4)

a
G

a
G

a
Gxy yz zx

44 55 66

1 1 1
= = =; ; ,� � � � � � � � � � � � �

де Ex, Ey, Ez – модулі пружності; νxy ,νyx ,  
νzx ,νxz ,νzy, νyz – коефіцієнти Пуассона; Gxy, Gyz, Gzx  – 
модулі зсуву.

Узагальнений закон Гука в тензорному запису 
у зворотній формі має вигляд:

〈 = =( )〉 〈 〉σ εij ijkl klB i j k l� � � �, , , , ,1 2 3 ,                (5)

де Bijkl  – константи жорсткості еквівалентного 
гомогенного матеріалу.

[B] – обернена матриця пружних постійних  
[B] = [A]-1

У матричній формі:

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
〈𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥〉
〈𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦〉
〈𝜎𝜎𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧〉
〈𝜏𝜏𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦〉
〈𝜏𝜏𝜏𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦𝑧𝑧𝑧𝑧〉
〈𝜏𝜏𝜏𝜏𝑧𝑧𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥〉⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑏𝑏𝑏𝑏11
𝑏𝑏𝑏𝑏21
𝑏𝑏𝑏𝑏31
0
0
0

   

𝑏𝑏𝑏𝑏12
𝑏𝑏𝑏𝑏22
𝑏𝑏𝑏𝑏32
0
0
0

   

𝑏𝑏𝑏𝑏13
𝑏𝑏𝑏𝑏23
𝑏𝑏𝑏𝑏33
0
0
0

   

0
0
0
𝑏𝑏𝑏𝑏44
0
0

   

0
0
0
0
𝑏𝑏𝑏𝑏55
0

   

0
0
0
0
0
𝑏𝑏𝑏𝑏66⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

×

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
〈𝜀𝜀𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥〉
〈𝜀𝜀𝜀𝜀𝑦𝑦𝑦𝑦〉
〈𝜀𝜀𝜀𝜀𝑧𝑧𝑧𝑧〉
〈𝛾𝛾𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦〉
〈𝛾𝛾𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦𝑧𝑧𝑧𝑧〉
〈𝛾𝛾𝛾𝛾𝑧𝑧𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥〉⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

,         (6)

де bij – компоненти матриці жорсткості.
Односпрямований композиційний матеріал
Розглянутий нижче підхід заснований на 

визначенні ефективних властивостей КМ згідно 
з властивостями його компонентів. Оскільки ком-
позиційний матеріал має періодичну структуру – 
вводиться поняття представницького елемента 
об’єму, в якому всі усереднені за об’ємом компо-
ненти напружень і деформацій дорівнюють відпо-
відним величинам, обчисленим для розглянутого 
композиту в цілому [15]. Результатом мікромеха-
нічної постановки задачі є обчислення ефектив-
них пружних постійних моношару композицій-
ного матеріалу, що дозволяє надалі проводити 
дослідження на новому рівні абстрагування.

Під час визначення ефективних пружних 
постійних моношару композиту по відомим 
пружним характеристикам волокон і в’яжучого 
потрібно моделювання чотирьох експериментів – 
при навантаженні шару уздовж та поперек арму-
вання, при поздовжньому та поперечному зсуві. 
Спільна робота волокон і в’яжучого з різними 
пружними характеристиками є складною матема-
тичною задачею. Для рішення задачі використо-
вуються моделі волокна і в’яжучого з урахуван-
ням їх спільної роботи.

 

 
 

 

Y 

Z 

X 

Рис. 1. Структура односпрямованого композиційного матеріалу  
та представницького елементу об’єму
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Авіаційна та ракетно-космічна техніка

Розрахункові експерименти проводяться з при-
пущеннями, що:

1. Міжфазна межа має ідеальний контакт, тобто 
описується безперервністю переміщень і поверх-
невих напружень між волокном і в’яжучим.

2. Компоненти композиту – однорідні і лінійно-
пружні матеріали.

3. Волокна – прямі, паралельні, розподілені 
рівномірно.

Властивості композиційного матеріалу  
у напрямах x та y однакові, тому, враховуючи 
симетрію, маємо співвідношення:

b b11 22= ,
b b13 23= ,                               (7)
b b55 66=

Чисельними експериментами моделюються 
чотири випадки деформування: розтягнення  
у напрямках Z, X та зсув у площинах XY, YZ.

Перший чисельний експеримент моделює роз-
тягнення у напрямку Z. Визначаються компоненти 
жорсткості:

b bx

z

z

z
13 33=

〈
〈

=
〈
〈

〉
〉

〉
〉

σ
ε

σ
ε

;� � � �                          (8)

Другий чисельний експеримент моделює роз-
тягнення у напрямку X. Визначаються компо-
ненти жорсткості:

� � � � � �b bx

x

y

x
11 21=

〈
〈

=
〈

〈
〉
〉

〉

〉
σ
ε

σ

ε
;                      (9)

Третій чисельний експеримент моделює зсув 
у площині XY. Визначається компонента жор-
сткості:

b xy

xy
44 =

〈

〈

〉

〉

τ

γ                               (10)

Четвертий чисельний експеримент моделює 
зсув у площині YZ. Визначається компонента жор-
сткості:

b yz

yz
55 =

〈

〈

〉

〉

τ

γ                               (11)

У ПК ANSYS для проведення визначених 
експериментів використано скінчений елемент 
PLANE 183, що має 8 вузлів та дві степені віль-
ності у кожному вузлу: переміщення у напрямках 
X та Y. Скінчений елемент застосовується для 
рішення плоских задач та має опцію узагальнена 
плоска деформація (generalized plane strain). 

Для знаходження останньої константи, щоб не 
будувати тривимірну модель представницького 

об’єму, доцільно використати математичну ана-
логію між задачею поздовжнього зсуву у площині 
YZ та задачею стаціонарного теплового аналізу  
у площині YZ. 

Для двовимірного температурного поля T (x, y) 
диференційне рівняння теплопровідності стаціо-
нарного теплового режиму має вид [16; 17]:

∇ =2 0T ,                             (12)

де ∇2  – оператор Лапласа.
Тепловий потік визначається співвідно- 

шеннями:

Q K
T
x

Q K
T
y

Q K
T
x

Q K
T
yx y x y

1
1

1
1

2
2

2
2=

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

; ; ;� � � � � � � � � � � � � � �   (13)

Функція переміщення w (x, y) у напрямку арму-
вання повинна задовольняти рівнянню:

∇ =2 0w                           (14)

Зв’язок дотичних напружень з переміщеннями 
у поздовжньому напрямку з урахуванням різних 
модулів зсуву волокон та в’яжучого виражається:

τ τ τ τxz yz xz yzG
w
x

G
w
y

G
w
x

G1
1

1
1

2
2

2
2=

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=; ; ;� � � � � � � � � � � � � � � ∂∂
∂
w
x

, (15)

де G1, G2 – модулі зсуву.
На межі волокна та в’яжучого потрібні викону-

ватися умови неперервності. В задачі стаціонар-
ної теплопровідності між температурою і тепло-
вим потоком, в задачі поздовжнього зсуву між 
переміщеннями і дотичними напруженнями.

Як видно, крайові задачі стаціонарної тепло-
провідності (12), (13) та поздовжнього зсуву (14), 
(15) аналогічні. Тобто потрібно прийняти К1 = G1, 
К2 = G2 і значення температури T (x, y) стануть рів-
ними переміщенню w (x, y), а теплові потоки Qx, 
Qy стануть рівними дотичним напруженням τxz, τyz.

Під час моделювання задачі про стаціонарне 
розподілення температури був використаний  
8-ми вузловий скінчений елемент PLANE77 з 
однією степеню вільності в кожному вузлу.

Проведення чисельних експериментів
Для моделювання представницького елементу 

об’єму використані наступні дані щодо пружних влас-
тивостей компонентів композиційного матеріалу:

– волокно – Ea = 250 ГПа; Ga = 104.17 ГПа;  
va = 0.2; den = 1790 кг/м3;

– матриця – Em = 4 ГПа; Gm = 1.43 ГПа;  
vm = 0.4; den = 1250 кг/м3.
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Розміри представницької моделі: довжини сто-
рін одиничні; радіус волокна r = 0,8; коефіцієнт 
об’ємного вмісту 0,5027.

Після завершення аналізу у постпроцесорі 
обчислювались середні значення напружень:

〈𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥〉 = ∫ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1,𝑦𝑦𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦1
0 ;   〈𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦〉 = ∫ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦 = 1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥; 1

0   〈𝜎𝜎𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧〉 = ∬ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦
1
0   

〈𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥〉 = ∫ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1,𝑦𝑦𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦1
0 ;   〈𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦〉 = ∫ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦 = 1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥; 1

0   〈𝜎𝜎𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧〉 = ∬ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦
1
0       (16)

Чисельні експерименти реалізовано за допо-
могою програмного комплексу ANSYS. Скін-
чено-елементна сітка має 17 211 елементів та  
52 126 вузлів (рис. 2).

 
Рис. 2. Скінчено-елементна сітка  

представницької моделі

Моделювання розтягнення у напрямку Z.
Граничні умови задаються наступним чином:
– на лініях x = 0, y = 0 – умови симетрії;
– на лініях x = 1, y = 1 – відсутність відповід-

них переміщень ux = 0, uy = 0 і дотичних напру-
жень τxy = 0, τyx = 0.

За допомогою опції generalized plane strain 
задається зусилля у напрямку армування, яке 
завдяки одиничним розмірам моделі буде дорів-
нювати значенню напруження σz. Для обчислення 
σz приймалось рівним 106 Па.

Вектор середніх деформацій має вигляд:

〈𝜺𝜺𝜺𝜺〉 = [00〈𝜀𝜀𝜀𝜀𝑧𝑧𝑧𝑧〉000]Т                  (17)

де 〈𝜺𝜺𝜺𝜺〉 = [00〈𝜀𝜀𝜀𝜀𝑧𝑧𝑧𝑧〉000]Т  обчислюється у постпроцесорі.
Результати чисельного експерименту дозво-

ляють визначити на основі співвідношення (8) 
пружні характеристики еквівалентного матеріалу 
b13, b33.

Моделювання розтягнення у напрямку X.
Граничні умови задаються наступним чином:

– на лініях x = 0, y = 0 – умови симетрії;
– на лінії y = 1 – переміщення uy = 0, дотичне 

напруження τyx = 0;
– на лінії x = 1 – переміщення ux = ε, дотичне 

напруження τxy = 0.
Для обчислення ε приймалось рівним 10-3.
Вектор середніх деформацій має вигляд:

〈 〉 = 〈[ ]〉ε εx

Ò
00000                          (18)

Результати чисельного експерименту дозво-
ляють визначити на основі співвідношення (9) 
пружні характеристики еквівалентного матеріалу 
b11, b21.

Моделювання зсуву у площині XY.
Граничні умови задаються наступним чином:
– на лініях x = 0, x = 1 – переміщення uy = 0;
– на лінії y = 0 – переміщення ux = 0;
– на лінії y = 1 – переміщення ux = ε.
Для обчислення ε приймалось рівним 10-3.
Вектор середніх деформацій має вигляд:

〈 〉 = 〈 〉ε γ000 00xy

Ò                             (19)

У постпроцесорі обчислюється середнє зна-
чення дотичного напруження:

〈 = =( )〉 ∫τ τxy xy x y dy
0

1

1, �                      (20)

Результати чисельного експерименту дозволяють 
визначити на основі співвідношення (10) пружну 
характеристику еквівалентного матеріалу b44.

Моделювання зсуву у площині YZ.
Граничні умови задаються наступним чином:
− на лініях x = 0, x = 1 – тепловий потік Qy = 0;
− на лінії y = 0 – температура T = 0;
− на лінії y = 1 – температура T = 10-3.
Вектор середніх деформацій має вигляд:

〈 〉 = 〈 〉ε γ0000 0yz

Ò

                       (21)

У постпроцесорі обчислюється середнє зна-
чення дотичного напруження:

〈 = =( )〉 ∫τ τyz yz x y dx
0

1

1, �                 (22)

Результати чисельного експерименту дозволяють 
визначити на основі співвідношення (11) пружну 
характеристику еквівалентного матеріалу b55.

Результати чисельних експериментів
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Розтягнення у напрямку Z (рис. 3, 4).

Рис. 3. Напруження σx

Рис. 4. Напруження σz

Визначені в постпроцесорі величини  
(формули 16, 17):

〈 = ⋅〉 −εz 0 753 10 5. ;
〈 = 〈 = ⋅〉 〉σ σx y Ïà0 6603 105. � ;

Компоненти матриці жорсткості (формули 8):

b Ïà13
100 8769 10= ⋅. � ;

b Ïà33
1013 2802 10= ⋅. � .

Розтягнення у напрямку X (рис. 5).

Рис. 5. Розподіл напружень σx

Визначені в постпроцесорі величини (фор- 
мула 16):

〈 = ⋅〉σx Ïà0 21098 108. � ;

〈 = ⋅〉σy Ïà0 91430 107. � .

Компоненти матриці жорсткості (формули 9):

b Ïà11
102 1098 10= ⋅. � ;

b Ïà21
100 9143 10= ⋅. � .

Зсув у площині XY (рис. 6).

Рис. 6. Розподіл еквівалентних напружень

Визначена в постпроцесорі величина (формула 20):

〈 = ⋅〉τxy Ïà0 31184 107. � .

Компонента матриці жорсткості (формула 10):

b Ïà44
100 3118 10= ⋅. � ;

Зсув у площині YZ (рис. 7).

Рис. 7. Розподіл переміщень w
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Рис. 8. Дотичні напруження τyz

Визначена в постпроцесорі величина (фор- 
мула 22):

〈 = ⋅〉τyz Ïà0 42709 107. � .

Компонента матриці жорсткості (формула 11):

b Ïà55
100 42709 10= ⋅. � ;

Отже, матриця жорсткості має вигляд:

𝐵𝐵𝐵𝐵 = 1010 ∙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
2.1098
0.9143
0.8769

0
0
0

   

0.9143
2.1098
0.8769

0
0
0

   

0.8769
0.8769

13.2802
0
0
0

   

0
0
0

0.3118
0
0

   

0
0
0
0

0.4271
0

   

0
0
0
0
0

0.4271⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 10−10 ∙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0.5902
−0.2463
−0.0227

0
0
0

   

−0.2463
0.5902
−0.0227

0
0
0

   

−0.0227
−0.0227
0.0783

0
0
0

   

0
0
0

3.2072
0
0

   

0
0
0
0

2.3414
0

   

0
0
0
0
0

2.3414⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 

Матриця податливості:
𝐵𝐵𝐵𝐵 = 1010 ∙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
2.1098
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0.8769

0
0
0

   

0.9143
2.1098
0.8769

0
0
0

   

0.8769
0.8769

13.2802
0
0
0

   

0
0
0

0.3118
0
0

   

0
0
0
0

0.4271
0

   

0
0
0
0
0

0.4271⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 10−10 ∙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0.5902
−0.2463
−0.0227

0
0
0

   

−0.2463
0.5902
−0.0227

0
0
0

   

−0.0227
−0.0227
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0
0
0

   

0
0
0
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0
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0
0
0
0
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0

   

0
0
0
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2.3414⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 

Ефективні пружні характеристики композицій-
ного матеріалу наведені в таблиці 1.

Визначені ефективні модулі еквівалентного 
гомогенного матеріалу знаходяться в інтервалі 
між значеннями, визначеними за методом Реусса 
та Фойгта, а ефективний модуль Ez  співпадає зі 
значенням, одержаним за Фойгтом.

Висновки. Робота присвячена розробці чисель-
ної методики визначення ефективних пружних 
характеристик односпрямовано армованих волок-
нистих композиційних матеріалів. Дослідження 
здійснене методом скінчених елементів за допо-
могою програмного комплексу ANSYS.

Виконано математичне моделювання пред-
ставницького елемента об’єму та чисельне визна-
чення ефективних пружних характеристик вуг-
лецевого ПКМ за допомогою проведення серії 
чисельних експериментів.

Запропонована методика потребує подальшого 
розвитку для можливості розрахунків ефективних 
пружних характеристик тривимірно армованих 
композиційних матеріалів.
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Morozov A.V. DETERMINATION OF EFFECTIVE ELASTIC CHARACTERISTICS  
OF UNIDIRECTIONAL COMPOSITE MATERIAL

The fundamental goal of the Mechanics of composite materials is to calculate effective elastic characteristics 
on the basis of known elastic characteristics of structural components, i.e. to consider a composite material 
at the micro level with subsequent transition to the macro level. At present, the most appropriate approach in 
determining the effective elastic characteristics of composite materials is the use of theoretical verification 
methods as this approach provides for the analysis of stresses and strains in the micro volumes of a composite 
material. Theoretical methods allow to predict the material behavior for required load cases and boundary 
conditions, which enables to optimize and rationally design the structure of constructions made of a composite 
material in the calculation stage. The development of theoretical methods for determining effective elastic 
characteristics of the composite material is an economically justified scientific and technical problem, the 
solution of which will reduce the time of creation of parts made of composite materials with the required 
characteristics of strength and elasticity.

The paper is devoted to the actual problem of determining effective elastic characteristics of unidirectional 
fiber composite materials. This paper offers a method to perform a series of numerical experiments are 
necessary to fully define the effective elastic characteristics of the unidirectional composite material. The 
paper also defines the boundary conditions required to simulate the necessary numerical experiments. With the 
help of the ANSYS software package, the mathematical modeling and numerical analysis of a representative 
volume element of unidirectional carbon fiber composite material is performed and defines the effective elastic 
characteristics of equivalent homogeneous material defined.

The developed numerical method allows to solve the problems of the mechanics of composite materials 
with the help of modern software systems, in which mathematical framework the finite element method is used.

Key words: composite materials, effective elastic characteristics, numerical homogenization, representative 
volume element, numerical analysis.


